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Ensemble microcanonique

U

Ωu

Ω
Ω Espace des micro-états

u = U/N Énergie par particule
Ωu Restriction

Densité d’états:

ρ(u) = # micro-états dans Ωu = volume(Ωu)

Entropie:

s(u) = lim
N→∞

1

N
ln ρ(u)
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Ensemble canonique

A� B

β =
1

kBT
= const, P =

e−βU

Z (β)

Fonction de partition:

Z (β) =
∑

micro-états

e−βU

Énergie libre:

ϕ(β) = lim
N→∞

− 1

N
lnZ (β)
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Transformée de Legendre

s(u)

u

slope= β

slope= uϕ(β)

β

s(u) = βu − ϕ(β) ϕ(β) = βu − s(u)

ϕ′(β) = u s ′(u) = β
s ←→ ϕ
u ←→ β

s = ϕ∗ ϕ = s∗
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Entropies non-concaves
s

u

ϕ

β u

s**

Non-concave Toujours concave
s

ϕ = s∗

s∗∗ = ϕ∗

s 6= s∗∗

Non-équivalence d’ensembles

s∗∗(u) = enveloppe concave de s(u)

s∗∗(u) ≥ s(u)

Relié aux transitions de phase 1er ordre
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Systèmes ayant des entropies non-concaves

s 6= ϕ∗

Systèmes gravitationnels
I Lynden-Bell, Wood, Thirring (1960-)
I Chavanis (2000-)

Systèmes de spins

I Modèle de Blume-Emery-Griffiths
I Modèle de Potts, champ moyen (q ≥ 3)
I Modèle φ4

Modèle de turbulence 2D
I Point-vortex models
I Kiessling & Lebowitz (1997)
I Ellis, Haven & Turkington (2002)
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Interactions à longue portée
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Ensemble canonique généralisé

Costeniuc, Ellis, Touchette & Turkington, JSP 2005; PRE 2006

Système à N particules

Énergie: U

Énergie par particule: u = U/N

Canonique

Pβ =
e−Nβu

Z (β)

Z (β) =
∑
ω

e−Nβu

ϕ(β) = lim
N→∞

− 1

N
lnZ (β)

Canonique généralisé

Pg ,α =
e−Nαu−Ng(u)

Zg (α)

Zg (α) =
∑
ω

e−Nαu−Ng(u)

ϕg (α) = lim
N→∞

− 1

N
lnZg (α)
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Transformation de Legendre généralisée
1 Choix de g
2 Calcul de ϕg (α)

Si ϕg (α) est dérivable à α, alors

s(u) = αu − ϕg (α) + g(u), ϕ′g (α) = u

ϕ

β u

s**

s

u

ϕ

α

g
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Exemple 1: Modèle de Potts à 3 états
Costeniuc, Ellis & Touchette PRE 2006

Hamiltonien:

U(ω) = − 1

2n

n∑
i ,k=1

δ(ωi , ωk), ωi ∈ {1, 2, 3}

Énergie par spin:

u =
U

n
= −1

2
(ν2

1 + ν2
2 + ν2

3), νi =
# spins i

n
Entropie:

s(u)

u

1

2
−

1

4
−

1

6
−

Costeniuc, Ellis & Touchette, JMP 2005
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Ensemble Gaussien

Fonction de partition:

Zγ(α) =
∑

micro-états

e−nαu−nγu2
, α ∈ R, γ > 0

Énergie libre:

ϕγ(α) = − lim
n→∞

1

n
log Zγ(α)

Point critique: αγ

Branche 1: ϕ′γ(α) = −1
6

Branche 2: ϕ′γ(α) ∈ (−1
2 , uγ)
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Calcul de l’entropie

Tranformée de Legendre généralisée:
I s(u) = αu + γu2 − ϕγ(α)
I u = ϕ′

γ(α) ∈ (−1/2, uγ)
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Équivalence asymptotique
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δγ

lnγγ

uγ

Énergie max: uγ = ϕ′γ(αγ + 0)

Limite asymptotique:

uγ → umax = −1

6
as γ →∞

Scaling: δγ = ln |uγ − umax| ∼ −2 ln γ
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Exemple 2: Modèle de spins en deux blocs

Touchette, Am. J. Phys. 2007

↑ ↓ · · · ↑ ↑ ↑ . . . ↑ ↑ H

N spins libres

U1 =
N∑

i=1

si

si = ±1, µH = 1

N spins gelés

U2 =
N∑

i=1

si = Nsi

si = ±1

Énergie totale:
U = U1 + U2

Énergie par spin:

u =
U

N
∈ [−2, 2]
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Entropie

- 2 - 1 0 1 2

0

0.2

0.4

0.6

u

s(u)

ln2

G

M1 M2

C E

G : ↓↓ · · · ↓ | ↓↓ · · · ↓
M1 : ↓↑ · · · ↓ | ↓↓ · · · ↓
M2 : ↓↑ · · · ↓ | ↑↑ · · · ↑
C : ↑↑ · · · ↑ | ↓↓ · · · ↓

↓↓ · · · ↓ | ↑↑ · · · ↑
E : ↑↑ · · · ↑ | ↑↑ · · · ↑

s(u) =

{
s0(u + 1) u ∈ [−2, 0]
s0(u − 1) u ∈ (0, 2]

s0(u) = −
(

1− u

2

)
ln

(
1− u

2

)
−

(
1 + u

2

)
ln

(
1 + u

2

)
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Calcul de l’entropie dans l’ensemble Gaussien

-4 -2 0 2 4
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γ = 2

γ = 10

γ = 0

α

ϕ (α)
γ

-2 -1 0 1

u

s(u)

γ = 2

γ = 10

γ = 0

γ =∞

2

Transformée de Legendre généralisée:
I s(u) = αuu − ϕγ(αu) + γu2

I ϕ′
γ(αu) = u

Équivalence asymptotique: γ →∞
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Ensemble universel

Zg (α) =
∑

micro-états

e−Nαu−Ng(u)

Canonique: g = 0, g = const, g = γu

Gaussien: g(u) = γu2

Betrag: g(u) = γ|u|
Autre?

s

u

Universalité

Toute fonction d’entropie peut être calculée via l’ensemble Gaussien
(possiblement dans la limite γ →∞).
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Résumé

s

u

ϕ

β u

s**

s peut être non-concave

Non-équivalence d’ensembles: s 6= ϕ∗

Reliée aux transitions de phase de premier ordre (discontinues)

Ensemble canonique généralisé: ϕ→ ϕg

Équivalence d’ensemble: s = ϕ∗g + g
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