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Ensemble microcanonique

N Qu

@ Densité d’'états:

Q Espace des micro-états
u= U/N Energie par particule
Q. Restriction

p(u) = # micro-états dans Q, = volume(£2,)

e Entropie:
1
s(u)= |lim —Inp(u
() = Jim —Inp(u)
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Ensemble canonique
N\
B 1 e_ﬁu
= —— = const P =
P 5 & kg T ’ Z(p)
N
AL B

@ Fonction de partition:

zp)= », e

micro-états
° Energie libre:
1
= lim ——InZ
p(B) = lim —-inZ(5)
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Transformée de Legendre

S(u) v
u 5
s(u) = Bu — ¢(5) ©(B) = Bu — s(u)
#'(P) = u s'(u) =0
S «— (p
U —— ﬂ
s =" o =s"
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Entropies non-concaves

*
* e
/\/\ > *
u I} u
Non-concave Toujours concave
S
p=-s"
S** — S0>I<

@ Non-équivalence d'ensembles

@ s™*(u) = enveloppe concave de s(u)

o s (u) > s(u)

@ Relié aux transitions de phase ler ordre
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Systemes ayant des entropies non-concaves

S# ¢

@ Systemes gravitationnels
» Lynden-Bell, Wood, Thirring (1960-)
» Chavanis (2000-)

@ Systemes de spins

» Modele de Blume-Emery-Griffiths

» Modele de Potts, champ moyen (g > 3)
> Modele ¢*

@ Modele de turbulence 2D

> Point-vortex models
> Kiessling & Lebowitz (1997)
» Ellis, Haven & Turkington (2002)

@ Multifractales

Interactions a longue portée

Hugo Touchette (QMUL) Ensemble généralisé

Ensemble canonique généralisé
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Costeniuc, Ellis, Touchette & Turkington, JSP 2005; PRE 2006

@ Systeme a N particules
° Energie: U
e Energie par particule: u= U/N

Canonique Canonique généralisé
e—NBu e—Nau—Ng(u)
Pg = P, =
°Z(p) ¢ Z;(a)
Z(ﬁ) _ Z e—Nﬁu Zg(a) _ Z e—Nau—Ng(u)
. 1 _ 1
#(0) = fim ~p'n 40 pe(e) = fim — gy ' Ze()
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Transformation de Legendre généralisée

©Q Choixde g
@ Calcul de pg ()

Si pg () est dérivable a a, alors

s(u) = au—pg(a) +g(u),  gela)=u
s

u
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Exemple 1: Modeéle de Potts a 3 états
Costeniuc, Ellis & Touchette PRE 2006

@ Hamiltonien:

1 n
U(w) = —5- Y S(wiwi), wi€{1,2,3}
i k=1

° Energie par spin:

_ Ff spins i

U 1
=Y iz, w1

n
e Entropie:

A=
<
=

Costeniuc, Ellis & Touchette, JMP 2005
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Ensemble Gaussien

@ Fonction de partition:

Z,(a) = Z e moummu g € R,y>0

micro-états

° Energie libre:

o.(0) = — lim ~log Z,(a)

n—oo n
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Calcul de I'entropie

@ Tranformée de Legendre généralisée:
> s(u) = au+yu? — o ()
> =gl (a) € (~1/2,u,)
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e Point critique: o

o Branche 1: ¢ (a) = —z

Octobre 2007

o Branche 2: ¢/ (a) € (-3, uy)
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Equivalence asymptotique

S0.06F T T N -3fF,
018t o ° Ape
-0.20} -3
U oml 0y -6 "
024 -7
0266 . ]
0 10 20 30 40 50 1 2 3 4 5
g In7y
o Energie max: u, = ., (cy +0)
@ Limite asymptotique:
1
Uy = Umax = —¢ a8 Y — 0
05 04 03 -02 _
u @ Scaling: 0, = In|uy — Umax| ~ —2Iny
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Exemple 2: Modele de spins en deux blocs
Touchette, Am. J. Phys. 2007
1 I
N spins libres N spins gelés
N N
U1:ZS,' UQZZS,':NS,'
i=1 i=1
S,'Z:l:]., /LH:]. S,'Z:l:]. )

° Energie totale:
U=U;+ U,

° Energie par spin:
U
=—c[|-2,2
u N E [ Y ]
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Entropie
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Calcul de I'entropie dans I'ensemble Gaussien

<

V]
o
S o
—_
)

@ Transformée de Legendre généralisée:
> s(u) = ayu— o (o) + yu?
> SO/W(OZU) =u

° Equivalence asymptotique: v — o0

Hugo Touchette (QMUL) Ensemble généralisé Octobre 2007 16 / 19



Ensemble universel

Zg(a) _ Z e—Nau—Ng(u)

micro-états

e Canonique: g =0, g = const, g = yu

o Gaussien: g(u) = yu?

e Betrag: g(u) = v|u|

o Autre?
U
Universalité
Toute fonction d'entropie peut étre calculée via I'ensemble Gaussien
(possiblement dans la limite v — o0).
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Résumé
N *
., ~—
u 15} u

S peut étre non-concave

Non-équivalence d'ensembles: s £ ¢*

°
°
@ Reliée aux transitions de phase de premier ordre (discontinues)
@ Ensemble canonique généralisé: ¢ — g

°

Equivalence d’ensemble: s = vy t+ 8
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